Aplicacions de la derivada
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a) f(x) no és derivable en tots els seus punts, ja que les derivades laterals en x =—1 no coincideixen.

b) f'(x)<0 en (—c0,—2) — f(x) és decreixenten (—co,—2).
f'(X)>0 en (-2, +o00) — f(x)éscreixenten (-2, +0o0) .

c) Té un minim relatiu en x =—2 perqueé és el punt en que s’anul-la la derivada.

d) f'(x)=1si x>-1 — f(x)=x+k si x>—-1 perque la derivada d’una recta és justament el seu pendent.
Per obtenir k, imposem la condicié que ens donen: f()=1—1+k=1—-k=0

Aixi: f(2)=24+0=2

69. Pagina 185
y(x)=ax*+bx+c
La funcié passaper (12 i (2, 6) = 2=a+b+cC i 6=4a+2b+c
y'(X)=2ax+b
y'(2)=4a+b equival al pendent de la recta tangent.
La recta tangenten (2, 6) és y=7x—-8 — 4a+b=7.
Tenim, doncs, un conjunt de tres equacions amb tres incognites:

a+b+c=2
da+2b+c=6 — a=3,b=-5.cc=4
4a+b=7

Esadir, y(x)=3x>—5x+4

A continuacio, estudiem la monotonia de la funcio:

y'(X)=6x-5 y'(x):oﬂng
En [—oo,%] 1 y'(X)<0 — y(x) és decreixent en aquest interval.

En [%,+oo]: y'(X)>0 — y(x) és creixent en aquest interval.

En x:E hi ha I’'Ginic minim relatiu de la funcié.
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y(x)=ax’+bx+c

La funcié passa per (1,0)i (0,—2) > 0=a+b+ci-2=c
s . . 3 (3
A més, té un minim relatiu en )(:5 nedtie 0.

y'(X)=2ax+Db —>23%+b=0 —3a+b=0
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Tenim el sistema seglient de tres equacions amb tres incognites:

a+b+c=0

3a+b=0 —>a=-1,b=3,c=-2 — yX)

c=-2
A continuacio, estudiem la monotonia de la funci

o:
V'(X)=-2x+3 y'(x):O—»—2X+3:O—>x:%

En [—oo%] D y'x)>0 — y(x) és creixent en aquest interval.

En [%+OO]; y'(x)<0 — y(x) és decreixent en aquest interval.

En x — 3 hiha I'dnic maxim relatiu de la funcid.
2
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a) y = x°+ax y'(x)=3x>+a
Com que hi ha un extrem relatiuen x=2 — y'2)=0:
3.224+a=0—a=-12
Esadir, yo)— x*—12x .

b)yx) = x* —12x yix)=3x2—-12 YU (x) = 6x
y'(X)=0—a==x2
y'"(2)=12>0 y'(-2)=-12<0
Es a dir:

e x=2és un minim relatiui x=-2 és un maxim relatiu.

® y(x) éscreixenten (— o, - 2)U (2, + ) idecreixenten (_2,2).

72. Pagina 186
y(x)=ax>+bx’+cx+d
y0)=0 — d=0

yng — a+b+c+d=g — 6a+6b+6c=5

y'(x)=3ax*+2bx + ¢

vy téunmaximen x=1 — 3a1b1c=0

vy téunminimen x=2 — 12a+4b+c=0

Aixi doncs, tenim un sistema de tres equacions i tres incognites:

6a+6b+6c=5

3atrbic=0 — a-_25, b:%; c—oid-o

12
12a+4b+c=0
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ax’+Xx+b . 2ax —2bx —x* +1
a) yz#_) =2—Z+
X*+1 X2+
Téun maximen x——_1 — y-(71):o:7*264+2b — a=b
Passa per p[,z,g] — y(_Q)Zg:w — 4a_24b_13
Resolem el sistema:
a=b
—> a=b=3
4a+b—-15=0
2
Aixi doncs, la funcié és y:w.
X 41
b) Estudiem la monotonia de la funcié:
El domini és tota la recta real.
. 1—x? , i
y(X):W Y'(X)=0—-1-x2=0— x=+1

EN (oo, — U (1L + ), ¥'(X)<0 = y(x) yx) €s decreixent en aquest conjunt d’intervals.
En (—1,1), y'(x)>0 = y(x) y(x) €screixent en aquest interval.

En x=—1 hi hal’Gnic minim relatiu de la funcid, i en x=1, I"Gnic maxim relatiu.
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2a%@* —x?)
(2x? —5ax 4+ 2a*)

a’x .

fX) =
) 2x* —5ax +2a°

(xX)=

2a%*@* —4)
(8—10a +2a*)

f(x) té unextremrelatiuen x=2 — f'2=0=
La identitat anterior es verifica si 242(a? ~4)=0 — a=0Yy a==+2
Aixi doncs, a=+2, ja que a I'enunciat ens demanen descartar la solucié a=0.
*Sia=-2:

2X2 4+ 10X +8=0— X’ +5x+4=0— X, =—4,X, =1

Aixi: pom f =R - {~4,-1}
eSia=2:

2X? —=10X+8=0— X" -5Xx+4=0— X, =4,%,=1

Aixi: pom f= R - {1,4}
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X2 +ax+b @2x + a)(c — b)
- paEEEhs——— 4 ' _
y X 4ax+C y= (X* + ax + ¢y
Té un extrem relatiu en p,—1) — y'@=0 — GAC=D_ 5 1 nc_b-0
(4+2a+c)
Passa pel punt (2, -1) — y2)=-1 — wzq — 4a+b+c=-8
4+2a+cC
Passa per I'origen — y(o)=0=9 — b=0YyCc=0
c

(4+a)lc—-b)=0

Resolem el sistema: {8+4a+b+c=0 —> a=-4, b=0Yy c=8
b=0
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y(X)= x-e™ — y'(X)=e¥ +ax-e” =e™(1+ ax)
Té un extrem relatiuen x=1— e?(11 a)=0 — a=-1

Aixi: y(x)= x-e*.
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X+ax? six>0

f(x)=x+ax: x| — f(x)= . Dom f(x)=R
X—ax® six<0
1+2ax six>0
£ = + x>
1-2ax six <0
Té un extrem relatiuen x=1— =0 — 1+28=0 — a:—%
Per tant:
1,
X—oXx" sixz0 1-x Six>0
f={ 2 — fx)= .
1+Xx six<0

x+%x2 Six<0

Enx—o0, rx) €scontinua perque coincideixen els limits laterals, i ¢(x, és derivable perque coincideixen les

derivades laterals.
Ara ja podem calcular la monotonia de la funcid i els seus extrems relatius:

1-x=0
T+x=0

fx)=0 —>{ — X==1

En (_s,- WU + o) Obtenimque f'(x)<0 — La funcid és decreixent.
En (—1,0)U (0,7 = (—1,1 Obtenim que f'(x)>0 — La funcid és creixent.

En x=—1 presenta el minim relatiu i en x=1 el maxim.
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y(X)=x*+ax’—-3x — y'(x)=3x>-2ax -3 — y"(x)=6x-2a

y(x) té punt d’inflexid en x=1— y"()=0 — 6.1-2a=0 — a=3
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f(X)=x*+ax*+bx+c — f'(x)=3x*+2ax+b — f"(X)=6x+2a
fix) té punt d’inflexid en x=3 — f"@3)=0 — 6-3+2a=0 — a=-9
f(x) passa per (10)— f()=0 — b+c=38
f(x) té un minim relatiuen x=1— f'1)=0 — b=15

Comque b+c=8Yy b=15 = c=-7 — f(x)= x°—9x?+15x—7

80. Pagina 186
a) Y=X4+3X2-5x+1 > y'=3x"4+6x-5 2> y'=6x+6
y'(x)=0— x=-1
Domy =R
y"(x)>0 enlinterval (—1 4+ ) — , ésconcava en aquest interval.
y"(x)<0 enlinterval (_~,—1 — y ésconvexa en aquest interval.
b) y=xt—6x? = yr=ax?—12x — yr=12x7-12
y'(X)=0— x=+1
Domy =R
Y'(X)>0 €N (—oo,— UM +o0) — y €S concava en aquest conjunt d’intervals.
y"(x)<0 en l'interval (—1,1) — y és convexa en aquest interval.

2 - W 6X7 42
X - y'= 2x —>y:76 + pomy=R-{-11}

C =
by =7 o

y"(x)=0 vxeR - {-11}
Y'(X)>0 €N (—oo,— WU, +00) — y €sconcava en aquest conjunt d’intervals.
y"(x)<0 en l'interval (—1,17 — y és convexa en aquest interval.

X3 -1 . X342 " 6
d) y= = - y'= " - Y=

yiix)<o ¥xeR—{0} — y ésconvexa en (—oo, 0)U(O, +0o0) .

. X " 4
e)y=Vxi14 2 Y =Fr7— o y'=—— Domy =R
VX7 +4 (X2 4 4)2
y'(X)=0 VX €R y">0 W — yésconcava en tota la recta real.
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2
A" Dom y =[-2,2]

Ny=Y X,
2 N4 —x?

y'"(x)=0 ¥x€(-2,2)
y"<0 en(=2,2) — , ésconvexa en (-2, 2).
y">0 en (oo, —2)U(2, +00) — y és concava en (—oo, —2)U(2, + o)
g) y=1-2Inx —>y'=—§—>y"=% Dom y = (0, + o0)
y'(x)=0 Vx €(0,+ o)
y">o0 peratot x~o — y ésconcava en tot el seu domini.
h) y —inx? - x) Domy = (—o00,0)U (1, + 00)
22X =X)—(2x =1 =2X"4+2x -1

o 2x -1 "
“x-x 7 < (x?—Xx) X =)

y"(x)= 0 VX € (=00,0)U (1, + o0)
yr<0 N Lo 0)u+ ) — y €sconvexa en tot el seu domini.

Inx . =3 2lnx
— =— Domy = (0, + )

nx 1 nx_,
2 2 X3 X3

V= X ox

3
e5,+oo} — y és concava en aquest interval.

v x> o enlinterval

3 . .
0, ez] — y és convexa en aquest interval.

v <o enlinterval

Dy=tx-ne =y =xer > y"=(x+0e" Domy=R
y'=0 = x=-1
v -0 enlinterval _, ., ., — y ésconcava en aquest interval.
vy x)<o enlinterval __ _,; — y, ésconvexaen aquestinterval.
K y=2 =y =X oy X2 nomy -
y'=0 — X=2

vy x)>o enlinterval , . ., — y ésconcava en aquest interval

v x)<o enlinterval __ ,  — y ésconvexa en aquest interval

) y=1+sinx — y' =2cosx — y" = —2sinx Domy =R
Estudiem la funcié en _ . ., perqué és periddica de periode 2r.

y'=0 — x=0
y")>o enlinterval __ 5, — y ésconcava en aquest interval

vy x)<o enlinterval , , — , és convexa en aquest interval.
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M) y — cos2x —> y'=—2sin2x —>y" = —4cos2x bomy = R
Estudiem la funcié en [—gg] perque és periodica de periode r .
yr=0 > x=-2x=1

4 4

y"(x)>0 €en [_3 _E)U[E 3] — y és concava en aquest conjunt d’intervals.

2" 4 4’2

y"(x)<0 en el intervalo [_% %] — y és convexa en aquest interval.

n) y=sin’x — y' =sin2x — y"=2c0s2x Domy =R
Estudiem la funcié en [42”5‘] perque és periodica de periode r .
™ ™
"=0 D X=——, X=—
v 4 4
y"(x)>0 en l'interval —%E] — y és concava en aquest interval.
y"(x)<0 en l'interval —g,—g]u[g, ;] — y és convexa en aquest interval.

81. Pagina 186
YX)= X" +3x2=5x4+6 = y'(X)=4x+6xXx -5 > y"(X)=12x*+6
y'(x)>0vxcR jaque 12>0 Yy 12x2>0¥xeR

Es a dir, y(no té punts d’inflexié perqué la segona derivada no s’anul-la mai.
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A)yx)= x*+ax’—ax+b — y'x)=3x2+4+2ax—a — Y'(x)=6x+2a
y(x) té un punt d’inflexié en (13— y"(h)=0 — 6-1+2a=0 — a=-3
ym=3 — b=2
Es a dir, Y(X)=x*—3X>+3x+2
b) y'x)=3x7—6x+3 y'x)=0— x=1
y'(0)=3>01i y'(2Q=3>0 — x=1no és extrem relatiu — y és creixent en tot R.
Ja hem vist que y(x) té segona derivada nul-laen x=1.
Estudiem y"(x) al voltant de x=1:
y'(0)=—6<0— y(x) és convexa pera x<1
y'(2)=6>0— y(x) ésconcava pera x>1

Aixo confirma que x=1 és, efectivament, un punt d’inflexio.
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f(X)=x>+ax*+bx+7 — f'(x)=3x>+2ax+b — f"(X)=6x+2a
Punt d’inflexié en x=1— f"1)=0=6+2a — a=-3
La recta tangent que forma 45° amb I'eix OX és la recta y = x . Aixi:

f'M=1=3+2a+b—1=3-6+b — b=4
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y(x)=ax'+bx*+cx+d —> y'(x)=4ax®* +2bx+c —> y'"(x)=12ax*+2b
y(x) passa per p0,3) — y(0)=3=d
y(x) passa per Q(10) = y(M=0=a+b+c+3

y(x) té un extrem relatiu en Q(1,0)— y'()=0 — 4a+2b+c=0

2
y(x) té un punt d’inflexié en x:% — y"[%]:ozua[%] +2b — 3a+2b=0

y(x) esta determinada, doncs, per I'esquema d’equacions seglient:

a+b+c=-3
da+2b+c=0 —> a=2,b=-3,c=-2,d=3
3a+2b=0

Aixi, y(x)=2x* - 3x? - 2x +3.
Estudiem a continuacié la naturalesa de I'extrem relatiu o(1,0):
y'(X)=8x*—6Xx -2

y'(=1<0 i y'@>0 — Lextrem relatiu és un minim.
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y(x)=x*—ax?—4x+b — y'(x)=3x?-2ax -4 — y'"(X)=6x-2a

y(x) té un punt d’inflexié en ng — y"[é]:o — 6%—28=0—> a=2

y(x)passa per 3,0) — y(@3)=0 — b=3

Esadir: yx)= x? 4+ 2x2—4x+3
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Six iy son les dimensions, resulta que: xy=12 -y = %

Com que I'habitacié nova s’afegeix a la casa, una de les parets coincidira, de manera que no hi necessitarem cap
totxo perqué aquesta paret ja esta construida.

Aixi, hem de minimitzar: P(x, y) = 2x+y — P(x) = 2x + %
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2
P'(X)zzf%:2XX;12:0HX:7\/Z,X:\/Z

I com que la longitud no pot ser negativa, resulta que: x =~/6 — y =26

Comprovem que en aquest punt s’aconsegueix un minim:

PI'(X):%HPII<\/€)>O—> Es tracta d’un minim.

X3

Les dimensions de I'habitacié sén: x = /6 miy= 26 m
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Anomenem x i y les dimensions de la parcel-la. Com que estara tocant amb la paret de la nau, es verifica que:
2x+y=200—y=200-2x

Es tracta de maximitzar la funcid superficie, que esta determinada per:
S(x) = xy — S(x) = x(200 — 2x) = 200x — 2x?

$’(x) =200 — 4x =0 — x =50

S5”(x) =—4 <0en R — En x =50 s’aconsegueix un maxim.

Les dimensions de la parcel-la son: x=50m iy =100 m
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Anomenem x |'aresta de la base, i y, I'altura del prisma quadrangular.

S’ha de complir que: x’y =20 > y = %
Com que un paraigler no té base superior, hem de minimitzar la funcié superficie, que esta determinada per:

20 80

S(X,y):XZ+4X)/—>S(X):X2+4XF:X2+7

3
S%X)ZZX*%ZW:OHX:%

S$"(X)= 2+’Ixi30*>5”<m)>0 — S’aconsegueix un minim.

Les dimensions del paraigiier son:

Aresta de la base: x =340 dm Altura: y = - dm
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Considerem . . els catets d’un triangle rectangle qualsevol.

L'area, a(, ¢, , d’aquest triangle esta determinada per la funcié A(cq,cz):cfizc? .

L’enunciat ens imposa la restricci6 segiient: ¢, + ¢, =20 — ¢, =20-¢,

A(Q)zwzmcw—%cf A'c,)= 10— c, A'lc,)=0— ¢, =10

Amés, A"c)=-1<0— Alc,)té unmaximen ¢ —10;icomque ¢, = 20 - ¢,— ¢, =10 .Per tant, el triangle

rectangle d’area més gran és el que té ¢ = ¢, = 10 cm.

Aixi doncs, I'area és: A(10) = %: 50 cm?.
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h: hipotenusa d’un triangle rectangle
c1, ¢2: catets del triangle rectangle
Pel teorema de Pitagores obtenim que: 8> =c?+c,> — ¢, - \Je4— ¢/

Aixi, la funcid area esta determinada per I'expressid segiient:

. J6h—c?
A(CW,CZ):C’I C2 :701 6 C1

2 2

U Jea—c7 -

Ale)=7

2
AC)=0—J6h—cZ=—C1__ ¢ —+42
\/64 c? Job—c?

Descartem la solucié negativa i comprovem que la positiva és un maxim:

A'(5)= £>0 A'(é):%ﬁw

Aixi doncs, en¢, = ¢, = 442 cm la funcid presenta el valor maxim:

AUN2) = {12 432) = 16 cm?
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L'area d’un rectangle és A(c,,c,)=c¢,-c, , en que ¢, ¢, son els costats del rectangle.

3
2

Com que el rectangle esta inscrit a la circumferéncia, obtenim que:

(2R} ==+ & — ¢, =144~}

Aixi, la funcié que volem maximitzar és la seglient:
A(cl):cl,’l44—cl2
A(c)=144—c? - A(e)=0—1844—c' = — ¢, = 4642
,’1447012
Descartem el valor negatiu i comprovem que ¢ = i6«/5 és un maxim:

2¢, A 144 — c +\/7
144
Py p— S A2 =—4<0

J144 ¢ 144—¢;

Els rectangles de costat ¢, = ¢, =6v2 cm son els que maximitzen I'area.

El rectangle d’area maxima que encaixa en el cercle de radi g — s cm és un quadrat de costat ¢ =62 cm.
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L'area d’un rectangle és A(c,,c,)=¢,-c,, €n qué ¢, c, son els costats del rectangle.
Com que el rectangle esta inscrit a la circumferéncia, obtenim que:
QR =+ e, = AR~

Aixi, la funcié que volem maximitzar esta determinada per I'expressio segiient:
_ 22
Alc)= cl.’4R c

A(e)= 4R —cF A(c)=0—2¢,(2—2R) =0—c, =+R\2

V4R —¢!
Descartem el valor negatiu i comprovem que ¢, = R\2 és un maxim:

3
2 4R — & 4
—c ,'4RZ -

A"(c)= —- A"(RV2)<0
(1) \/4R2*Clz 4R2—Clz ( \/_)<

Aixi doncs, ¢ = R2 és un maxim per a la funcié Ac,c,)=c,-c,.

El rectangle d’area maxima que encaixa en el cercle de radi R és un quadrat de costat ¢, —R\2 em.
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Considerem x i y les dimensions del rectangle, i d, la diagonal.
D’una banda, I'area del rectangle esta determinada per xy =3.

D’altra banda, pel teorema de Pitagores obtenim que ¢.d = g2 = x2 + y? .

2
Aixi, la funcié que volem minimitzar és: P(x)= x? +[%] —x? +%
. 18 . 4
P(X):ZX—F P'(x)=0 —2x"-18=0 —x==3

L’Unica solucié valida és x = /3. Comprovem que és un minim de la funcié:
" 54 "
PU0 =242 —P'(\3)>0

Les dimensions del rectangle x =3 i y = % — /3 és adir, tenim un quadrat de ,;5m de costat.

94. Pagina 187
Considerem x la meitat de la base del rectangle, i y, 'altura. Es verifica que:
X?4y?=25 —> y=+25-x?

La funcié que volem maximitzar és:

f“
A(X) = 2x~25 — x% = 24/25x7 — x* s y\
L
. 50x —4x®
AX)=—= A(X)=0 —50x —4x>=0 HX:O,X:i@
25x% — x* 2

En [0%5 — A'(x)>0 ien %,5 — A'(x) <0 . Aixi doncs, en )&% presenta un maxim.
Aixi, la base del rectangle d’area maxima és desy2 cm, i la altura, de ¥ cm.
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I: longitud del costat del quadrat r: radi del cercle

Sabem que la suma de perimetres és de 98 cm.

A més, si aproximem el valor de m a 3, obtenim: 4/+6r=98 — |= 49-3r

2
., L ‘. 49 —3rY .

La funcié que volem minimitzar és: a¢,n= 2 32 — A(r)=|-2—2| +3r

A'(r)=21r;2147 A'(r):0—>21r—147:0—>r=%=7

Com que A"(7)>0, podem assegurar que en r =7 cm presenta el minim de la funcié. Per tant, el costat és de:

49-3r
)

/ 7 j—q4Cm

Aixi doncs, perque la suma d’arees sigui minima, el costat del quadrat i el radi del cercle han de fer 14 cmi 7 cm,
respectivament.
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c: costat de la base quadrada del prisma h: altura del prisma
2
Atotal = 24 — 2¢% + 4ch =24 — 1’1:12;C=E—£
2¢ c 2
. L. L . ,[6 ¢ c
Aixi, la funcié que volem maximitzar és: V(c)=c P 6c—?
[

V'(c)=6—%cz=0—>6=%cz—>c=i2

L’Unica solucio valida és ¢ = 2. Comprovem que amb aquest valor s’arriba al maxim:
V'(e)=-3¢=0-V"c)=—-6<0

Per tant, obtenim que s — g, 3 _o cm.

Aixi doncs, el prisma que maximitza el volum és un cub de 2 cm de costat.
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r: radi de la base del cilindre h: altura del cilindre
La cartolina rectangular, segons les condicions de I’enunciat, tindra dimensions h i r, per tant es complira que:
2h+2r=60 —>h=30—-r
La funcié que optimitzarem és:
V(r,h)y=xr*h —=V(r)==nr>(30—r)=30nr>—=r?
V'(r)= 60xr — 3nr? V(=0 — 60nr=3nr>— r=0,r=20
La solucié valida és r =20. Comprovem que és on presenta el maxim: v'(r)= 60x — 6xr — V'"'(20)<0
Per tant, obtenim que h=30-r—=%2 . h =10 cm.

Aixi doncs, les dimensions de la cartolina per aconseguir el volum maxim sén 20 cm x 10 cm.
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g: longitud dels costats iguals r: longitud de la meitat del costat desigual

Perimetre=10 — 2g 4+ 2r=10 — g=5-r

vo_ A _ wrh
con 3 3

Pel teorema de Pitagores, obtenim que hz — gz _ (2. Aixi, la funcié que volem maximitzar és:

wr?\G=ry —r’  wr’J25-10r

V(r)= =

(r) 3 3

V'(r)—ﬁ\/ZS—mr—Sﬂiﬂ V'(r)=0—2r(25-10r)=5r> = r=0,r=2
3 34/25-10r a - T

La solucio valida és r =2 m. Comprovem que és on presenta el maxim:
En (0, 2) obtenim que v'()>0 yen 2,4+ ), V'(r)<0
Per tant, obtenimqueg -5, =2 . g_3m.

Aixi doncs, perque el volum del con que es genera sigui maxim, els costats del triangle han de ser de 3 m, 3 m
i4m.
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x: radi de la base del cilindre
y: longitud de la meitat de I’altura del cilindre
R=9cm és el radi de I'esfera.
Es verificaque x2 1 y2—R? = x24y2-81 — y =81- x7 .
La funcidé que volem maximitzar és:

V(x,y)=nx*h,€n que h=2y

V(X,y) = 21x%y —> V(X) = 27x?/81— x? = 27/81x* — x°©

) — 2n(324x° —6X°) _ m(324x° —6x°) Vit 0 —> X=0, X =51 = 4345
2/81x" — x° V8IX — x°
La solucié valida és - 3.5 . Comprovem que és on presenta el maxim:
En (0, 3«/§) — V'(xX)>0 En (3\/3,+ oo) — V'(x)<0
Aixi, el radi i I'altura del cilindre de volum més gran que es pot inscriure en una esfera de radi 9 cm sén:

Radi = 3/6 cm Altura = 2/87-54 = 6+/3 CM.
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Anomenem ri h el radi i I'altura del con, respectivament.
Es compleix que:

r’+th-97=81—>r>=81-(h-9°=-h’+18h
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La funcié que hem d’optimitzar és:

Vir, ) =%“an — vih) = %ﬁ(_hz +18h)h = %«(_m +18h7)

V'(h)=%w(—3h2+36h)=n(—h2+12h) V=0 — h—0 h=12

La solucio valida és nh =12 . Comprovem que és on presenta el maxim:
V'"(h)==x(-2h+12) = V'"(12)<0
Aixi doncs, les dimensions del con amb el volum més gran sén:

Altura=12cm Radide labase= /=127 1 18.12 = 642 CM
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x: abscissa del punt de tall de la recta amb I'eix OX
m: pendent de la recta n: ordenada a I'origen de la recta

Com que r passa pels punts (2,9 i (x,0) obtenim que:

rry=mx+n—"221=2m4¢n — N=1-2m — net-2. X
2—-X Xx=2

X
x—2__X
2 2x—4

X 2

Per tant, la funcié que volem minimitzar és: A(x)=

X?—4x

AX)=—F5—"—
) 2 —8x+8

A(X)=0 — x=0, x=4 Lasoluciévalidaés x=4.

ay . RX=4)2x7 —8Xx+8)— (X’ —4x)4x-8) 4 . 1
A'(X) = X7 —8x 8/ TR A =5>0

Aixi doncs, m=———_ 1y n:1—2~[—1]:2.
2—-4 2 2

I la recta que minimitza I'area del triangle és: y = _%x +2.
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Un dels vertexs es troba sobre la recta x + 2y = 2 . Aixi, els quatre vertexs que formen el rectangle tenen la
forma:

2-X 2—X
0(0,0) Alx,0) B[O’T] C[X,—]

La funcié que volem maximitzar és: ¢(x)— x. 2= % _ 2X— X

f'ix)=1-x f'ix)=0 — X=1
f'X)=—-1— f"()= -1<0 — En x =1 presenta el maxim.

Aixi doncs, els vertexs del rectangle d’area maxima son:
’
0(0,0) A(1,0) B|0,

2
I 'area d’aquest rectangle és: f(1) = 21-1 _

1
2 2
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Aplicacions de la derivada
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Els punts que busquem tenen la forma (x, x?) .

2

La distancia entre aquests punts i  , esta determinada per: D(X) = (X =0 +(X° =17 =+/x* — x> +1
3 6 2yl 2
D'(x) = 2X° —X D"(X):ZX 33X+ 6x° -1
VX=X 41 (x* = x*+1°
V2

D'(X)=0 — x@2x>-10=0 — x=0, x:i7 Les tres soluciones son valides. Aixi:

D"0)=—1=_1<0 — Enx—gno hihaun minim.
1

D"[%]:%ﬂ) — Enx=€ hi ha un minim. p" _72]:§>0 — Enxz_g hi ha un minim.

Aixi doncs, els punts de distancia minima sén:

£

22

| aquesta distancia és: D[ﬁ]:D[ 72]: [Q]A,[i]QHZ\EZQU
2 4
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El vertex (a, p) es troba sobre lacorba |, iz+ 4.
X

Aixi, els quatre vértexs que formen el rectangle tenen la forma:

1 1
0(0,0) A(a,0) B[O,?Jrzl] C[a,?+4]

La funcié que volem minimitzar és f(g) = a.[lz+ 4] 1.
a a

f'(a):f%+4 f'(a)=0 —>4a2:1—>a:i%

La solucié valida és 5] perqué 2 ha de ser positiu.
2

fra =2 — [ 2160 — En 51 hiha el minim.
a’ 2 2

Aixi doncs, els vertexs del rectangle son:

1 1
Al=,0 C|=,8
0(0,0) [2 ] B(0, 8) [2 ]
I 'area d’aquest rectangle és: f[%] - 2+%: 4u?
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La funcié de I'enunciat representa una parabola amb el vertex a I'eix Y, per tant hi haura dues solucions
simeétriques respecte d’aquest eix, una en el primer quadrant i 'altra en el segon. Considerem (a, 4 — @?) un punt
de la parabola del primer quadrant.
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y’=—-2x — y’(a) = —2a — L’equacié de la recta tangent a la parabola en el punt (a, 4 — a?) és:
—(4-a*)=-2a(x—a) > y=-2ax+0a*+4

2
Els punts d’interseccié d’aquesta recta amb els eixos sén: (0, a® + 4) i [a +4 ,0]
2 2 2
L’area del triangle que es forma amb aquests punts i el punt (0, 0) és: A(a) = % a 224((32 +4) :% ,que és la

funcié que hem d’optimitzar.

2( 52 _ (A2 2 4 2 _
Aa)— 162 @ +4) 24(a +47 _3a -|r8a2 16 _o 0 iZ\/—
16a 4a
a= i és la solucid del primer quadrant.
A"(a)=4

a%(12a° +16a)—8a(3a* +8a>—16) 3a' +16 243
164" = A3 )0

-2/3 8

3 '3

] la tangent forma amb els eixos un triangle d’area minima.
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Anomenem x la meitat de la base del triangle, i y + 5, I'altura. Es verifica que: x* +y? =25— x =/25—y?

La funcié que hem d’optimitzar esta determinada per:

Aly) = %-2\/25— VY +5) =y +5W25_y7

-2y 25—y2—y2—5y ) 5
AY)=+25-y? +(y +5) =0—--2y"-5y+25=0—-y=-5y=—
2,25 y? J25-y? 2

La solucié valida és la solucid positiva.

e En [75,g]ﬂ A'(y)>0— Funci6 creixent

e En [ ,+oo|— A'(y)<0— Funcié decreixent

5
AIXI en y_E s’ aconseguelx un maxim.

Per tant, les dimensions del triangle d’area més gran sén:
Base: 2x =2 £ =/75=5J3 cm

Altura: y+5—g+5_§ cm
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Aplicacions de la derivada
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a) I(x) = 50x
b) B(x) = I(x) — C(x) = 50x — (10x? — 1.850x + 25.000) = —10x% + 1.900x — 25.000

¢) B'(x) = —20x +1.900 = 0 — x = 1;00 =95

B”(x) =—20 <0 — En x =95 s’aconsegueix un maxim.

B(95) =—-90.250 + 180.500 — 25.000 = 62.250

Aixi doncs, per maximitzar el benefici han de vendre les 95 joguines. El benefici puja a 65.250 €.
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v

B'(X):XTJ’%:OHXZZ’IéﬂX::I:A

-32
-
® B"’(—4) >0 — En x = —4 s’aconsegueix un minim.
® B"’(4) <0 — En x =4 s’aconsegueix un maxim.
_—16+36-16 _
= n =

Aixi doncs, per obtenir el benefici maxim han de vendre 4 articles. El benefici és de 1.000 €.

B(4) 1
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x: catet 1 del triangle
y: catet 2 del triangle

Es verifica que 20° = x* 4 3> — y =4/400— 3’

La funcié que volem maximitzar és:

Xy
A(x,y) ==
(x,») >
. x-@/40047y2)
Ax,y) =" A =——
2 2
2 2
200—x  V400—x A =0 x= 1032

J400—x* V400’

La solucié valida és x = 1042 . Aixi, el valor dels dos catets per tal que I'area del jardi sigui maxima sén:

Catet1= (105)2 +(10\/5)2 Catet2 = 1fzu)of(mﬁ)2 =10V2
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Anomenem x, y, z els nombres que busquem.

X+y+2z=100 X=100-y -z
100y —7=200-2y - ~100-2
x+2y+3z:200})ﬁ)<:200_2y_3z}—> 00—y —2z=200-2y -3z —y=100-2z

Per tant, resulta: x=100-(100—22)—7z=272-2z=7Z
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P(X,y,2) = Xyz — P(2) = z(100 — 27)z = 1002* — 27°

200 _ 100

P'(2)=200z -6z =2(200—62)=0—7=0,7="2

3

P"(z)=200-127 — P[?] <0— En z:% s’aconsegueix el maxim.

Aixi doncs, tenim: X:%, y:100—200:100 2—100

3 3'°7 3
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Cit)y=(t—-ay+b, 9<t<14
C'(t)=2(t—a)
c@t) téunminimen t=12 — 2(12—-a)=0
C(12)=15 — (12—-a)’ + b =15
Resolem el sistema d’equacions seglient i obtenim els parametres que busquem:

—2a+24=0
(12—a +b=15

—a=12, b=15
112. Pagina 188
a) C(t)= 8t° — 84t2 4 240t, 1<t<6
C'(t)=24t? —168t+240  C'()=0 — t*-7t+10=0 — t=2,t=5
C"(t)=48t—168 C"(2)=96-168<0 i C"(5)=240-168>0
Es a dir:
En t=2 hi ha el maxim de ¢¢) amb valor ¢(2)= 208 .
En t=5 hi ha el maxim de ¢ amb valor ¢(5)= 100 .

b) Com que I'equacié determina la despesa d’energia en calefaccio, el més natural seria que reflectis una
despesa més alta durant els mesos d’hivern i una despesa més baixa en els mesos propers a I'estiu, tal com
passa efectivament. Es per aix0 que el maxim s’aconsegueix al febrer, i el minim, al maig.

C(t) és creixenten (1,2)u (5,6) idecreixenten (2,5).
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a) Rit)= A t-(B—1), 0<t<20
R'(t)= AB —1)— At
Maxim rendiment pera t=10 — A(B—10)—10A =0
R(10) =100 — 10A(B —10)= 100

Els valors de A iB estan determinats pel sistema d’equacions seglient:

AlB-20=0 — A=1, B=20
10A(B—10) =100 S

Esadir: R(t)=t20-1t)
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Aplicacions de la derivada

b) Rty=64 —64=20t—t* —t?4+20t-64=0—>t=14,t=16
S’aconsegueix un rendiment del 64 % pera t=4i t=16.

Aquests valors tenen sentit, ja que tots dos es troben a la mateixa distancia (6 hores) del maxim del
rendiment, que s’aconseguia pera t=10.

114. Pagina 188
a) Les despeses inicials es corresponen amb (), i tenen un valor de ()= 100.
Aquest valor representa la inversié inicial que ha de fer 'empresa per comengar I'activitat comercial.
b) B(t)= 1)~ G(t) — B(t) = — 2t + 50t — (t2 — 16t + 100) = — 3t? + 66t — 100
La funcid dels beneficis és: p(t)= -3t + 66t — 100
C)B'(t)=—6t+ 66 B'(t)=0 — t=11 B"(1M=-6<0—t=11 és maxim.
Els beneficis sdn maxims per a t =11, 'onzé any des que es va fundar.

Els beneficis totals aquell any van ser de: g(11)= —3.11 + 66-11— 100 = 263 Milers d’euros
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Sou: 1.000 + 17x — 0,0025x3 Despesa: 200 + 5x

Guany: G(x) = 1.000 + 17x — 0,0025x3 — 200 — 5x = —0,0025x* + 12x + 800

12
0,0075

G’(x)=-0,0075x*+12=0 — x* =

=1.600 — x ==£40

G”’(x) =—0,015x — G”’(40) < 0 — Perqué el guany sigui maxim ha de contractar mensualment 40 polisses.

G(40) =1.120 — El guany que obtindra és de 1.120 €.
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A la banyera entren 10 - 9,6 = 96 litres d’aigua.
Omplir la banyera costa 96 - 0,01 = 0,96 €.

Si x és la quantitat de minuts que I'aixeta de la dutxa esta oberta, la funcio de la despesa esta determinada per:
G(x) =12 -0,008x = 0,096x

El maxim d’aquesta funcié ha de ser més petit que 0,96.

0,96
G(x)=0,0096x <0,96 — x < —= — X <100
0 0,0096

Els costos de la dutxa i del bany s’igualarien als 100 minuts.

117. Pagina 188
a)N’(t)=80—-20t=0—t=4
N”’(t) =—-20 < 0 — Per a t = 4 s"aconsegueix un maxim.
N(4)=320- 160 =160
Aixi doncs, el nombre de clients és maxim al cap de 4 hores d’oberta la discoteca.

b) Com a maxim hi ha 160 clients.

318



c) La discoteca tancara quan no hi quedi cap client.

N(t)=0— 80t —10t*=0 — t(80 — 10t)=0 —>t=0,t=8

La discoteca tancara al cap de 8 hores d’haver obert, és a dir, a les 6 de la matinada.
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a) En x =6 la funcid és continua: f(6) =f(67) =0 fl6)=15-15=0
—10x+40 O0<x<6
f(x)=
) 2 6<x<10

®EN(0,6) = f(x)=0— —10x+40=0 — x=4 — | E0(O:H = /1) >0= J(x) & creixent
' En (4,6) — f'(x)<0— f(x) és decreixent

® En (6, 10) — f(x) > 0 — f(x) és creixent.
f(0)=-60 fla)=20 fl6)=0 fl10)=10
—5x24+40x—-60=0—>x=2,x=6
Aixi doncs, la funcid és negativa en (0, 2) i és positiva en (2, 6). També és positiva en (6, 10).
Per tant, I'empresa no tindra pérdues a partir d’una despesa en publicitat de 2.000 €.

b) La despesa en publicitat que produeix el benefici maxim és de 4.000 €.

¢) El benefici maxim és de 20.000 €.
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1 1
a) R'(t)=———t¢ R'(t)=0 — t=5
) R 100 1.000 ®
R"(t)=—i<0 R"(5 <0 — t=5 ésun maxim.
1.000

La rendibilitat r;) sera maxima per a +—s5 anys.

1 1 11
b) R5)=3+—5+—— 5 =3+———=3,025%
) RES) 100~ 1.000 20 40 ’
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x: llargada de I'escenari y: amplada de I'escenari
Agscenari = 100 — Xy =100 ﬁy:@
X

L, L . 100

La funcidé que hem de minimitzar és: P(x)=2|x +—
X
p'(x):z_@ Px)=0 — 2:@ — x—+10 Lasolucié validaés x— 1.
X X

p--(X):@ — puioys 0 — EN x — 10 S'aconsegueix el minim.
X

Aixi doncs, les dimensions que ha de tenir I'escenari per complir les especificacions que es demanen sén:
Llargada=10m Amplada=10m

Es a dir, 'escenari ha de tenir forma quadrada.
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x: longitud dels costats iguals de tela metal-lica
y: longitud del costat de tela metal-lica de la mateixa mida que la paret
Com que disposem de 1.000 m de tela metal-lica:
2x+y=1.000 — y = 1.000 — 2x

La funcid que volem maximitzar és:

A(x) =x(1.000 — 2x) = 1.000x — 2x?
A’(x) = 1.000 — 4x A’(x) =0 — 1.000 = 4x — x = 250
A”(250) =—4 <0 — En x =250 s"aconsegueix el maxim.

Aixi doncs, la tanca estara constituida per la paret i per tres tanques metal-liques de 250 m, 250 m i 500 m de
longitud.

Area: 250 - 500 = 125.000 m?2
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x: llargada de la barra en metres y: amplada de la barra en metres
P=2(x+y)=30—Xx+y=15—-x=15-y
Aptorr = Y =D (X == (y = 10)-(14 - y)

. 15
Alerior = 15 =2y AlnterworZO_’15_2y=O_’y=?

Aixi doncs, la barra ha de ser de forma quadrada, amb els costats de ° m.
2

123. Pagina 189
x: nombre d’alarmes de tipus A y: nombre d’alarmes de tipus B
Com que instal-laran 9 alarmes, tenimque x +y =9 - y=9_x.
La funcidé que volem maximitzar és:

Xy? X(9—x)

S -
x.y) 10 10

(9—X)*—2x(9—x) _3x*—36x +81

S'(x)=
x) 10 10

S'X)=0 — x=3,x=9

3x-18

S"(x) S

— s@3)<0 — En x — 3 s’aconsegueix un maxim.
— s7(9)> 0 — En x = 9 s"aconsegueix un minim.

Aixi doncs, la seguretat sera maxima quan instal-lin 3 alarmes de tipus A i 6 alarmes de tipus B.
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b2

Angle de 90° — p2_pz — c=T

20+b+2c=6
Perimetre=6m —2a+b+2c=6

6—b(14++/2)
2

T 234+ bO+N2)=6 A=

h : altura del triangle

Pel teorema de l'altura: 2 _ 5.
2

N | T

— h:g
2

Perqué hi hagi més lluminositat, I’area de la finestra ha de ser maxima. Es a dir, la funcié que volem optimitzar
és:
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b
) b-= 2
A(a,b,h):a'b+M — Ab) = 6-b-(1+ x/f)'DJr 2 _l12b-b (1+2+2)
2 2 2 4
A'(b)—3—9(1+2ﬁ) A'b)=0 —> p=—2 _
T2 - 1+22
AMb)= -1 <0 — bzié és el maxim.
2 14242
Aixi doncs, les dimensiones de la finestra han de ser:
gol2-3v2 o, 6 12-3V2
7 1+22 7
x: altura de la finestra y: amplada de la finestra

Area=1m?2— ,, _; —,_

La funcié que volem minimitzar és: p(x) = 2(x +
X

P‘(X):Z[P%] PUx)=0 — 1:% — x=+1 Lasolucié valida és x 1.
X X

P"(x)= % — pry> 0 — En x =1 s’aconsegueix el minim.

Aixi doncs, la finestra ha de ser un quadrat d’1 m de costat perque es minimitzi el cost del marc.
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r: radi de la base h: altura de la llauna

Volum=10dm?* — . ;:p—10 — = 10;
ar

_10
La funcid que volem minimitzar és: A(r,h)==r? + Zwrhlnfz—%(r) =nr? +$
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/10
2 AN=0 — =r*=10 — r=3—
™

A (r):2ﬁ+g — A“[sm o — En r:iﬁ s’aconsegueix el minim.
s ™
10
10 -
_20 P 10 i, 10 N5 10
w “.AIOZ ﬁ. T
b b “
Aixi doncs, les dimensions de la llauna han de ser:
r:a[o dm h:a@ dm
T T
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x: costat de la base h: altura del diposit
0

Volum=20m3— 24 -0 — h:%
X

La funcié que volem minimitzar és:
n=2 80
C(x,h):4)<h-4-2x2—z<2—>6(x)=7+2x2

C'(x):—%-s—llx C'(x)=0 — x*=20 — x=23/20
160 s s 160 E s ’ ix el mini
+4 c (1/20):%+4:12>0 — En x = 320 s’aconsegueix el minim.

C"(X):?
Aixi doncs, les dimensions han de ser:
x=2¥zo0 M h= 202:320m
(¥20)
ey 80 2120
. 3 _ Y 3 = 3
| el cost minim és: C(3/20) = T +2(320) = P =12¥/50 €
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h: altura de la zona cilindrica

r: radi de les semiesferes i del cilindre
10 4

Volum = 10r — ﬁf2h+%7vl'3=101r — h= 773

La funcié que volem minimitzar és:

C(r,h)=20-4nr? +10-2xrh = 80mwr? + Zoﬂr[l—? - %r]

. 320wrr 200w 15

c'ir)= — C'(N=0—r=3—
(r) 3 = (r) 8
" 160-2 400 | 415

R ¢ [3 g0
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Aixi doncs, en r= E m s'aconsegueix un minim.

Les dimensions que minimitzen el cost sén:

r:@/lgm h=2315 m
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x: altura en metres del camp per a blat de moro
y: amplada en metres del camp per a blat de moro \

Pel teorema de Tales: 400 A \

400 X 2.000—2x
—_—= — y= % X | \
160 400—y 5 \

La funcid que volem maximitzar és: .} (SR

_2.000-2x

B(x, y) = 0,12xy +0,10-240- (400 — x) ——— B(x) = 24x—%x2 +9.600

B'(X)=24—£X2 B'(X)=0— x =250
125
B(x) = — 2 B"(250)= — 2 <0
125 125

Aixi doncs, en x =250 m s’aconsegueix el maxim.

Per tant, el camp de blat de moro ha de ser de 250 m d’altura per 300 m d’amplada, i el camp de blat, de 150 m
d’altura per 240 m d’amplada.

El benefici maxim és:

B(x)=24x — %xz 49.600—=22, B(250) = 12.600€
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MATEMATIQUES A LA TEVA VIDA

1. Pagina 190
Superficie de la llauna perfecta: Sperfecta = 271 + 3,75 - 7,5 + 21 - 3,752 = 265,07 cm?
Superficie de la llauna habitual: Shabtival = 27T - 3,25 - 11,5 + 27t - 3,252 = 301,20 cm?

Shabtiual —Sperfecta = 36,13 sz

2. Pagina 190

No hi pot haver altres mides per a llaunes cilindriques. Les Uniques dimensions que minimitzen la superficie sén les
que hem calculat abans.

3. Pagina 190

Depeén de la llauna. Caldria comprovar-ho tenint en compte els diferents tipus de llaunes que trobem al mercat.

4. Pagina 190
Cost per llauna:

0TS0
perieeta 10.000
301,20-50

= =1,506 ct.
habitual 10.000
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